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Аннотация
Адамар показал, что одна из фундаментальных задач математической физики - изучение пове­
дения колеблющейся струны - некорректна, когда краевые условия заданы на всей границе об­
ласти. Как заметили А. В. Бицадзе и А. М. Нахушев, задача Дирихле некорректна (в смысле 
однозначной разрешимости) не только для волнового уравнения, но и для общих гиперболиче­
ских уравнений. Ранее были изучены задачи Дирихле и Пуанкаре, и связанные с ними локаль­
ные краевые задачи в цилиндрической области для многомерных гиперболических уравнений, 
и показано, что однозначная разрешимость этих задач существенно зависит от высоты рассмат­
риваемых цилиндрических областей. Нелокальные краевые задачи для этих уравнений не ис­
следованы. В данной статье, используя метод, предложенный автором ранее, показана одно­
значная разрешимость и получен явный вид классических решений нелокальных краевых задач 
для многомерного волнового уравнения в цилиндрической области, которые являются обобще­
нием смешанной задачи и задач Дирихле и Пуанкаре. Получен критерий единственности 
регулярного решения этих задач.
Abstract
Hadamard showed that one of the fundamental problems of the mathematical physics - the study of the 
oscillating string - is ill-posed when the boundary value conditions are defined on the entire boundary of 
the domain. A.V. Bitsadze and A.M. Nakhushev noted that the Dirichlet problem is ill-posed (in terms 
of unique solvability) not only for the wave equation but for the general hyperbolic equations. The Di- 
richlet and Poincare problems, and their related local boundary value problems for multidimensional 
hyperbolic equations have been studied, and it has been shown that the unique solvability of these prob­
lems crucially depends on the height of the cylindrical domain under study. Non-local boundary value 
problems for these equations have not yet been analyzed. Using the method proposed by the author ear­
lier, this paper shows the unique solvability and obtains the explicit form of the classical solution for the 
multidimensional wave equation in the cylindrical domain, which are the generalization of the mixed 
problem and the Dirichlet and Poincare problems. We also obtain the criterion of uniqueness of the reg­
ular solution of these problems.
Ключевые слова: нелокальная задача; многомерное уравнение; критериий единственности; од­
нозначная разрешимость; функции Бесселя.
Keywords: non-local problem, multidimensional equation, uniqueness criterion, unique solvability, Bes­
sel functions.
1. Введение
Локальные краевые задачи в цилиндрической области для многомерных 
гиперболических уравнений изучены в [1-7,12,13].
Насколько нам известно, для этих уравнений нелокальные краевые задачи еще не 
исследованы.
В работе показана однозначная разрешимость и получен явный вид классических 
решений нелокальных краевых задач для многомерного волнового уравнения в 
цилиндрической области, которые являются обобщением смешанной задачи и задач 
Дирихле и Пуанкаре. Получен критерий единственности регулярного решения этих задач.
2. Постановка задачи и результат
Пусть Da — цилиндрическая область евклидова пространства £ и+1 точек (х ,..., хт, t), 
ограниченная цилиндром Г = |(х, t): |х| = 1j, плоскостями t  = a >  0 и t =  0 где |х| — длина 
вектора х = (х1,..., хт ,). Части этих поверхностей, образующих границу 80. области Q обо­
значим через Г а, Sa, S0 соответственно.
В области D  рассмотрим многомерное волновое уравнение
Ахи — utt = 0  (1)
где Ах — оператор Лапласа по переменным х  = (х1,..., хт ), т > 2  .
В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координатх 1,...,хт, t к сферическим 
т,в1,...,вт -1, t, r > 0 ,0  < вг <ж, i = 1,2 ,..., т — 2 , 0 < в <  2 ж,в = (в1,...,вт—1)
Рассмотрим следующие нелокальные краевые задачи 
Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Da из класса
с  ( Я  (Da и  S„ и  Sa) r ,  C 2 (Da), удовлетворяющее краевым условиям
\0 U  (г ,в ,0 )  = у и  (г ,в ,а )  + ф1 (г , в ) ,
\PU t (r , в ,0) = у2U (г ,в ,а )  + у 2 (г , в ) ,и \ r = y ( t , e ) .
Задача 2. Найти решение уравнения (1) в области Da из класса 
C (Da ) п Я 1 (Da и  S0) n C2 (Da ), удовлетворяющее краевым условиям
и (г ,в ,0) = ^ (r,O),0 u t(г ,в ,0 ) = у и (г ,в ,а )  + р2(г,в), и \г = щ (^,в), (з)
где f3j, уj = const, 0 2  + у2 ^ 0, j  = 1, 2 .
Пусть |У^т (в)jсистема линейно независимого сферических функций порядка
n, 1 < к < кп, (т — 2)\n!kn = (n + т — 3)! (2n + т — 2), W2 (S0), I = 0,1,... - пространства Собо­
лева.
6 НАУЧНЫЕ ВЕДОМОСТИ I : | Серия Математика. Физика. 2018. Том 50, № 1
Имеет место ([8])
Лемма 1. Пусть f  (r, в) е W2 (S0 ) • Если I > т — 1 , то ряд
w ,vn
/ ( r ^ Y J L f :  (r )Y L  (в), (4)
=0 k=1n
а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p  < l — m + 1 , сходятся 
абсолютно и равномерно.
Лемма 2. Для того, чтобы f  (r, в ) е W'l2 (S0), необходимо и достаточно, чтобы коэф­
фициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам
I .  ^  к „ 2
\f 0 (r)| < c1, Е Е n21\fnk (r) < ^ 2 , c1,С2 = const.
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n=1 к =1
, к ,Через, (ры(r), (p2n(r), Wi, (t), обозначим коэффициенты ряда (4), соответственно 
функций <рх( r ,0 ) , (Р2 (r ,e )  ,w (t,e ).
3m
Пусть «  (r ,e )  (r ,e )eW 2 (S o ), W(t, в ) е  W  (Г„), l > - у .
Тогда справедлива
Теорема . Если выполняется условие
(Р1У2 + Р2У1) cosHs,na  ф Р Л  +УlУ2 , s = 1,2,..., (5)
то задача 1 однозначно разрешима. Если выполняется условие
У\ sin ^ s,n«^^s,npl, s = l 2—  (6)
то задача 2 имеет единственное решение, где jusn -  положительные нули функций Бес­
селя первого рода J  2, (z) .
n+ ( )
2
Теорема 2. Решение задачи 1 единственно тогда и только тогда, когда имеет ме­
сто соотношение (5). Решение задачи 2 единственное тогда и только тогда, когда вы­
полняется условие (6).
Доказательство. Сначала рассмотрим задачу 1. В сферических координатах уравне­
ния ( 1) имеет вид
m  — 1 1 с л
игг + --------Ur — 2 8u — utt = 0  (7)
r r
m—1 1 д д / \
8  = —Е ----------- п--------- (sin m—J—1 ------- ), g 1 = 1 , g . = (sin в1... sin в  1 Г, j  >1.
Е  g j  sinт—.—1в Я ^  д в /  1 j V 1 J—1J
Известно ([8]), что спектр оператора 8  состоит из собственных Xn = n(n + m — 2), 
n = 0,1,..., каждому из которых соответствует i n ортонормированных собственных функ­
ций Yn,m (в ) .
Так как искомое решение задачи 1 принадлежит классу C (D a) n  C2 (Da), то его 
можно искать в виде
~  к ^ - к
U (r , в ,  t ) = E E Un ( r , t) Yn,m ( в )  , (8)
n=0 k=1
где uk (r, t) — функции, подлежащие определению.
Подставляя (8) в (7), используя ортогональность сферических функций Y^  (в) ([8]), 
будем иметь
—k m —1_k X ~k ~k , —:—
u nrr н unr n un — untt = 0, k = 1, kn, n = 0,1,..., (9)
r r
при этом краевое условие (2), с учетом леммы 1, запишется в виде
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0 U n  (  r ,  0 )  =  y u ' n  (  r , a )  +  ( p \ n  (  r )  ,  0 2 U n t  (  r ,  0 )  =  У 2  U n t  (  r , a )  +  ( p 2 n  (  r  )  ,
Un  (1 , t) = ^ 2n  (r ),2  = 1,2n ,n = 0, 1 ,....
В (9), (10) произведя замену On (r ,t) = Un (r , t) —V  ( t) получим
—к т — 1 —к — — к —к —к , ч
Onrr + О nr n Un Ontt = f  n ( r ,t ) , ( 11)
r r
0 O n  (  r ,  0 )  =  У 1 O n  (  r , a )  +  ^ l n (  r  ) ,  0 2 ° n t  (  r , 0 )  =  y 2 O n t  (  r , a )  +  p 2 n (  r  ) ,
okn (1, t) = 0,к = 1,кп,n = 0,1,....
( 12)
Л  (r, *) = ¥ км + —  v I  (r ) = V u + y v h  (a ) —0 v kn (0 ) ,r
( P i n ( r )  =  < р \ п ( r )  +  У 2 ^  ( a )  —  0 ¥ кМ ( 0 )  .
- к  (1—т )
Произведя замену On (r, t ) = r 2 о2  (r, t ) задачу (11), (12) приведем к следующей за­
даче
-
2о о  о + —  о к = fu  (r, t ), (13)
р
&Ркп °) = Г А  (г, а )  + Ф1  ( г )  , p 2oknt (г, 0 ) = y2olnt (г, а )  + ф12п (г ),
Л , (14)
оП ( ^ t ) = 0, к = 1, kn, n = ° л . . . .
— (т  —1)(3 — т) — 4 -  , ,  ч — —к , ч
-n  ------ >±T ~ L 1 • f n  (r- ‘ ) = r  fn  (r, t),
( т —  1)
ФкЛ г ) = г 2 j = \ , 2 .
Решение задачи (13), (14) рассмотрим в виде
ад
о2 M = E W T  (t), (15)
s=1
при этом пусть
ад ад ад
f n { r ^ )  =  H  а »  ( 0 ^  ( Г Х  Ф 1  ( Г )  =  Z  Ь п Л  ( Г \  Ф к2 п  { Г )  =  Z  е п Л  ( Л  ( 1 6 )
s = 1  s = 1
Подставляя (15) в (13), (14), с учетом (16), получим
f - n  Л
~ + м
v r У
Rs = 0 ,0  < r < 1, (17)
R s  (1) = 0, R s  (0) <ад, (18)
Tstt (t) + mT  (t) = —a l  (t), 0 < t < a, (19)
0 TS(0) = - Ts (a) + b l , 0 Tst (0) = y2Tst(a )+ e l . (20)
s = 1
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Ограниченным решением задачи (17), (18) является ([9])
R s ( r )  =  4~r J M n r ) , (21)
где v = n +
( m  — 2)
2 M = Ms,n.
Общее решение уравнения (19) представимо в виде ([9])
Ts,n (t) = c1s COs MsJ  + c2s sin MsJ  +
COs MsJ
Ms.
sn  j  <L (^)sin Ms, n£d£
sin MsJ
I
j  al  (£)cOs M s n ^ ^
(22)
Ms,n 0
c\s, c2s — произвольные постоянные, удовлетворив условию (20) получим систему ал­
гебраических уравнений
(р1 — / 1 c°s Ms^a) К  — s sin MSna
У1
Ms.
cos
a  a
Ms.na \ ans (£) sin M sJd£ — sin Ms.na \ ans (£) COs M sJd£ +ьк
/ 2c1s sin Ms, „a  + (Р2 — У2 COs Ms, na ) c2s
ek — уns 2 sin Ms,,n
v 0
a a
a j  al  (£) sin Ms,n£d£ + COs Ms,na \ al  (£) COs Ms,n£d£
Ms
которое имеет единственное решение, если выполняется условие (5). 
Подставляя (21) в (16) получим
(23)
2 fn ( г ,  0  = E a' ^ J r(M s, / l  Г 2Ф1  0 0  = E bn Jv (M sj \
s=1
s=1
Ряды (24)-разложение в ряды Фурье-Бесселя ([10]), если
1
a l ( t ) = 2 [J,.+1(M„)]—2 \ 4 t f :  (£ ,t )J v (M ,J ) ,
0
1
b l  = 2  [J „ , J = J V f *
0
1
ek =ns
(24)
(25)
Msn — положительные нули функций Бесселя J  (z ) расположенные в порядке возрастания
их величины.
Из (21), (22) имеем решение задачи (13), (14) в виде
да
»« ( r ,t) = E ^ rTs,n (t) J  (m—2) (M sJ ) , (26)
где aks (t), bkns, ekns определяются из (25), а c1s, c2s — из (23).
9
r
r
0
s=1 2
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Таким образом, из (8) следует, что решением задачи 1 является ряд
n
(r .e .t  ) = Ци (r
n=0 к=1
/  (t)-
( 1—т)
о 2 (r, t) С  ( в ) , (27)
где о„ (r, t) находятся из (26).
Учитывая формулу ([10]) 2J'V( z) = J v_ 1 ( z ) — J v+1 ( z ), оценки ([11,18])
j . (z  к  -2n z
(  n  n \  „cos z  v  1 + O
V 2 4 У
v >  0,
\к \ < cn
т—2
двтКт (в)
— 1+1
< c2n 2 , j  = 1, т  — 1, 1 = 0 , 1,.
(28)
а также леммы, условия на заданные функции р  (^ в ) ,р 2 (r ,в ), / (  r ,в ), как в ([3-7]), можно 
показать, что полученное единственное решение (27) принадлежит классу 
C (D a)n  C1 (Da u  S„U  S0 ) n  C 2 (Da).
Следовательно, задача 1 однозначно разрешима.
Теперь рассмотрим задачу 2. Ее решение, также будем искать в виде ряда (8), где 
функции Un (r, t ) будут определены ниже. Тогда, аналогично задаче 1, Un удовлетворяет 
уравнению (9), при этом краевое условие (3), в силу (8) запишется в виде
—к — к
(29)
(1—т)
Un (r, 0) = р ы (r) , 0 1Unt (r, 0) = У2Un (r, a ) + P2n (r) ,
Un (1, t ) = /  (t), к  = 1,2 n,n = 0,1,....
Произведя сначала замену On (r ,t) = Un (r ,t) — /  ( t), а затем оП (r, t) = r 2 о2 (r, t) за­
дачу (9), (29) приведем к следующей задаче
L oI (^ t ) = f n (r, t) , (30)
v k„ (r, 0) = ф\п (r ), 0 u m (г, о) = у A  (r ,a )  + ф\п ( r ) ,
o„ (1, t ) = 0 , к  = 1,2 n,n = 0 , 1,...,
(31)
(w-1) П-—)
где <p'Ui (r) = r 2 (0 )j, Ф1 (г) = г 2 ( f p j n - y i / /  ( a ) - Д ///, (0 )j.
Если решение задачи (30), (31) будем искать в виде (15), то приходим к задаче (17), 
(18) и к задаче для (19) с данными
T (0) = b„, 0 2 (0) = у „ (a) + e l . (32)
Удовлетворив общее решение (22) уравнения (19) краевому условию (32) будем 
иметь
т
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C1s bns,
(M sA  -  Ti sin Msna ) n2s = r P l  COs Msna  +
Ti+
-sin
,  
a
cos MSna \ ans (£)sin M sJd £ - (33)
Msn
in MSna \ al (£)cos M sJd£ + ek
из которого однозначно определяются коэффициенты cls, c2s, если выполняется условие (6).
Таким образом, из (21), (22) получим решение задачи (30), (31) в виде (26), где 
a l (t), Ькт, eknS находятся из (25Х а cis, С2s -  из (33).
Следовательно, единственное решение задачи 2 представимо по формуле (27).
Теорема 1 доказана.
Теперь докажем теорему 2. Если выполняется условие (5), то из теоремы 1 вытекает 
единственность решения задачи 1. Пусть теперь условие (5) нарушено, хотя бы для одного 
s = I . Тогда нетривиальным решением однородной задачи, соответствующей задачи 1 яв­
ляется
(2-m)
и ( r ,в , t ) = X Z n~ Pr 2 Tln (t)J m- 2 (Ml,nr X (34)
=1 k=1
где
T ,n ( t )  =
cos Ml J  + sin Ml ,nt , rJ *  0, j  = 12,
sin Ml,nt , Ti = 0, T2 * 0  
cos Ml,nt , Г2 = 0  Ti * 0
3m
при этом из (28) получим, что функция (34) принадлежит искомому классу, если p  .
Если имеет место соотношение (6), то из теоремы 1 следует единственность решения 
задачи 2. Пусть теперь условие (6) не выполняется хотя бы для одного 5 = I . Тогда нену­
левым решением однородной задачи 2 будет функция
(2-m)
и ( r,в , t ) = £ Ё П_ Pr 2 (sin MlJ ) J  m-2(Ml,nr),
n=1 k=1 ”4'
,n~ f - \tl,n n+ 2
3m
которая принадлежит классу C (Da) n C 1 (Da ^ S0) n C 2 (Da) при p  > —^ -.
Теорема 2 доказана.
3. Заключение
В работе показана однозначная разрешимость и получен явный вид нелокальных 
краевых задач в цилиндрической области для многомерного волнового уравнения, которые 
являются обобщением смешанной задачи и задач Дирихле и Пуанкаре. Показан также кри­
терий единственности регулярного решения этих задач.
0
кда
2
да
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